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Tóm tắt: Bài toán điều khiển hệ hỗn độn có tiềm năng ứng dụng lớn trong nhiều ngành khoa học 

và kỹ thuật khác nhau. Trong bài báo này, các tác giả nghiên cứu về bài toán điều khiển phản hồi 

cho ánh xạ rời rạc Hénon. Các tác giả đã đề xuất điều kiện ổn định hóa cho hệ tại điểm cố định 1-

tuần hoàn và minh họa bằng kết quả số cho kết quả lý thuyết thu được. 

Từ khóa: Ánh xạ Hénon, điều khiển phản hồi, hỗn độn, ổn định, 1-tuần hoàn 

1. Giới thiệu 

Ánh xạ Hénon là một ánh xạ rời rạc, lần đầu tiên được nghiên cứu bởi Hénon năm 1976 [1]. 

Ánh xạ này được nghiên cứu rộng rãi trong các hệ động lực dạng rời rạc hóa [2]. Người ta quan sát 

thấy rằng ứng xử hỗn độn của một hệ động lực có thể xảy ra nếu hệ có một biểu diễn phi tuyến và hệ 

có diễn biến từ một trạng thái ban đầu nào đó. Đối với hệ Hénon, dáng điệu của nó được nghiên cứu 

kỹ và Hénon [1] đã tìm thấy rằng với một số giá trị của tham số hệ, trạng thái hỗn độn là có thể hiện 

hữu. Trong thực tế trạng thái hỗn độn thường đại diện cho tính chất “xấu đi” của hệ động lực vì lúc 

này hệ ứng xử một cách không báo trước và thường gây ra một số hậu quả không mong đợi; chẳng hạn 

như dao động của một kết cấu cấu nếu rơi vào trạng thái hỗn độn sẽ dẫn đến rất nguy hiểm và kém an 

toàn cho phương tiện giao thông đi qua nó [3]. Một giải pháp khử hỗn độn của hệ là đưa vào các hàm 

điều khiển, từ đó làm ổn định hóa hệ đến một trạng thái an toàn hơn [4-6]. Một ví dụ ổn định hóa hệ 

Hénon được nghiên cứu bởi Wang và đồng nghiệp [7] bằng cách đưa vào hàm điều khiển phản hồi và 

chứng minh tính ổn định của hệ tại các điểm p-tuần hoàn không ổn định. 

Trong các hệ động lực rời rạc, dáng điệu p-tuần hoàn thường xuất hiện, trong đó dáng điệu 1-

tuần hoàn là đối tượng được quan tâm hơn cả. Mục đích của nghiên cứu này là đưa ra một tiêu chuẩn 

ổn định hóa cho một lớp các hàm điều khiển của hệ Hénon nhằm đưa trạng thái hệ từ không ổn định 

tại vị trí điểm cố định 1-tuần hoàn sang trạng thái mới ổn định hóa. Các kết quả tính toán số được 

minh họa cho hàm điều khiển phản hồi thu được từ lý thuyết. 

2. Hệ Hénon có điều khiển  

Hệ Hénon được biểu diễn như sau [1,7] 
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trong đó ,a b  là các tham số hệ. Chọn vị trí ban đầu    0 0, 0.2, 0.3x y  , từ Hình 1 có thể thấy rằng, 

khi 1.152a  , 0.3b  , hệ Hénon (1) có ứng xử hỗn độn. Điểm F được gọi là điểm cố định 1-tuần 

hoàn của hệ nếu nó là nghiệm của hệ 1 1,n n n nx x y y    khi n  trở nên rất lớn. Điểm này cũng được 

minh họa trên Hình 1. Hình 2 minh họa sự phân tán của điểm  ,n nx y  theo số bước lặp N. Ở đây ta 

lấy N=10000. 
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Hình 1. Minh họa dáng điệu hỗn độn của hệ 

Hénon 

Hình 2. Sự phân tán của x(n), y(n) theo số điểm 

lặp N 

Hệ Hénon có điều khiển được biểu diễn như sau 

2
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trong đó  1 1 1 1
ˆ ˆ, , ,n nu u x y x y ,  2 2 1 1

ˆ ˆ, , ,n nu u x y x y là các hàm điều khiển. Ta phải lựa chọn các 

hàm này sao cho các điểm cố định 1-tuần hoàn của hệ là ổn định. Trong nghiên cứu của Wang và đồng 

nghiệp [7], họ chọn hàm điều khiển trong trường hợp 1-tuần hoàn sau đây: 

   1 1 1 2 2 1
ˆ ˆ, ,n nu k x x u k y y     (3) 

trong đó 1 2k k k   là các hệ số phản hồi. Ta có định lý sau đây cho trường hợp 1-tuần hoàn. 

Định lý 1. Hệ (2) sẽ là ổn định tại điểm cố định 1-tuần hoàn nếu tất cả các giá trị riêng 1 , 2  của ma 

trận Jacobian tại điểm này thỏa mãn: 

1i       1, 2i  . (4) 

Chứng minh của định lý này có thể xem trong tài liệu tham khảo của Michel và đồng nghiệp [8]. Sau 

đây các tác giả bài báo sẽ đưa ra một tiêu chuẩn mới của hàm điều khiển 1u , 2u để làm ổn định hệ 

Hénon tại điểm cố định 1- tuần hoàn. Ta có định lý sau đây: 

Định lý 2. Nếu hàm điều khiển  1 1 1
ˆ ˆ, , ,u x y x y  và  2 1 1

ˆ ˆ, , ,u x y x y  thỏa mãn hai điều kiện sau đây: 

(i)                           
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(5) 

 

(6) 

thì hệ Hénon ổn định tại điểm cố định 1- tuần hoàn  1 1
ˆ ˆ,x y . 



 

Về bài toán điều khiển phản hồi cho ánh xạ Hénon 3 

 

Định lý trên cho ta một lớp các hàm điều khiển 
1 2,u u  thỏa mãn tính chất ổn định của hệ 

Hénon tại điểm cố định 1-tuần hoàn. Từ đây ta có thể chọn dạng cụ thể của các hàm này theo 

mong muốn nào đó. Chứng minh của định lý được trình bày dưới đây. 

Chứng minh  

Như đã nói ở trên khi không chịu một tác động điều khiển nào, với , , hệ (1) có 

ứng xử hỗn độn. Tại điểm cố định 1-tuần hoàn  1 1
ˆ ˆ,x y , ma trận Jacobian của hệ (2) có dạng sau: 
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    
    
         

 (7) 

Phương trình đặc trưng ứng với ma trận (7) là: 

2 1 2 2 1 1
1 1
ˆ ˆ2 2 0.

u u u u u
x x b

x y y x y
 

        
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 (8) 

Biệt thức   của phương trình (8) là 

2
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1
ˆ4 2 4 .
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Nếu điều kiện (5) được thỏa mãn thì 2 0b   , khi đó phương trình đặc trưng (9) có hai 

nghiệm sau: 
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Dễ dàng thấy rằng với điều kiện (6) thì : 

1 2 1 2
1 1

1 1
ˆ ˆ1 2 2 1, 1 2 2 1

2 2

u u u u
x b x b

x y x y
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,  (11) 

hay 1i    1, 2i  . Do đó hệ (2) ổn định tại điểm cố định 1- tuần hoàn theo Định lý 1.  

Chú ý rằng việc chọn điều kiện (5) làm cho biệt thức   từ biểu thức (9) trở nên đơn giản và 

không phụ thuộc vào các điểm cố định. Mặt khác việc chọn này có ưu điểm là có thể dễ dàng giải ra 

các nghiệm của phương trình đặc trưng với các biểu thức đơn giản. Nhược điểm là việc lựa chọn này 

đã làm giảm đáng kể các lớp hàm mà ta có thể tổng quát được cho bài toán, bao gồm cả kết quả đã biết 

trong nghiên cứu của Wang và đồng nghiệp [7]. Điều kiện (6) đảm bảo rằng miền giá trị của các 

nghiệm của phương trình đặc trưng thỏa mãn Định lý 1, tức là đảm bảo tính ổn định của hệ tại điểm cố 

định 1-tuần hoàn. Điểm cố định này được xem là có thể tìm được từ hệ Hénon không có điều khiển. 

Cận trên và cận dưới của điều kiện (6) được thỏa mãn nếu 0<b<1.  

3. Minh họa hệ Hénon có điều khiển  

Trong phần này ta sẽ xét một trường hợp cụ thể của hệ Hénon có điều khiển. Đối với hệ Hénon 

(1) với 1.152a  , 0.3b  , ta dễ dàng thu được hai điểm cố định không ổn định  0.7789,  0.7789  và

1.152a  0.3b 
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 1.4789,  1.4789  . Sau đây ta sẽ chọn điểm cố định F  0.7789,  0.7789 như ví dụ để minh họa tính 

toán. Ta lựa chọn hai hàm điều khiển sau đây thỏa mãn điều kiện (5) và (6) của Định lý 2 : 

   
2

1 1 1

1
ˆ ˆ

2 2
u x x x x


    ,  2 1 1

ˆ ˆ ,
2

u x y y
 

   
 

 (12) 

trong đó hệ số   thỏa mãn  1 1
ˆ ˆ2 2 2 , 2 2 2x b x b       . Ta sẽ chứng minh trực tiếp tính ổn 

định của hệ tại điểm cố định. Hệ Hénon có điều khiển lúc này sẽ là : 
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 

22
1 1 1

1 1 1

1
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 (13) 

trong đó a, b được chọn như ở trên. Jacobian tại điểm cố định không ổn định  1 1
ˆ ˆ,x y   (0.7789, 

0.7789) là : 

 

 1 1

1 1

ˆ ˆ,

1

1 1

ˆ
2 2

ˆ ˆ1 1
2

ˆ ,

2

ˆ

x y

x y

x b x b

J

x x

 

 

   
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 (14) 

Phương trình đặc trưng thu được ứng với Jacobian trên là : 

2

2

1 1
ˆ ˆ2 0.

2 2
x x b

 
 

   
        

   
 (15) 

Phương trình (15) có hai nghiệm thực phân biệt là : 

1 1
ˆ

2
x b


     , 2 1

ˆ
2

x b


           (16) 

  

Hình 3. Điểm cố định F của hệ có điều khiển Hình 4. Sự hội tụ về điểm cố định theo số phép lặp 

N 
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Từ điều kiện  1 1
ˆ ˆ2 2 2 , 2 2 2x b x b       , ta có thể thấy rằng : 

+) Cận dưới của 
1 :  1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ1 1
2

x b x b x b


             

+) Cận trên của 
1 :    1 1 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 1
2

x b x b x b x b x b


                

Tức là ta đã chỉ ra 1 1  . Tương tự ta cũng có  2 1  . Theo Định lý 1 thì hệ Hénon là ổn định 

tại điểm  1 1
ˆ ˆ,x y   (0.7789, 0.7789). 

Hình 3 là kết quả của ánh xạ Hénon có hàm điều khiển (13). Những điểm có dạng hình vuông 

màu đỏ là kết quả tính toán hiện tại, trong khi đó điểm có dạng hình tròn màu xanh biểu diễn kết quả 

thu được từ hàm điều khiển do Wang và đồng nghiệp [7] đề xuất [xem phương trình (3)]. Ở đây tham 

số   được lấy là 2.5   và các tham số 1 2,k k  của Wang được lấy là 1 2 0.75k k k   . Ta có thể 

thấy rằng với ánh xạ mới thu được, các điểm  ,n nx y  hội tụ về điểm F(0.7789, 0.7789). Hình 4 minh 

họa so sánh sự hội tụ này theo số bước lặp N từ hàm điều khiển hiện tại và hàm điều khiển của Wang. 

Với tham số đã chọn, từ Hình 4 có thể thấy rằng kết quả hiện tại hội tụ nhanh về điểm cố định hơn so 

với kết quả của Wang nên số điểm phân tán trên Hình 3 ứng với kết quả hiện tại là không nhiều. Các 

so sánh hai hàm điều khiển trên Hình 4 chỉ mang tính chất tương đối bởi vì các tham số và cấu trúc 

của các hàm điều khiển là khác nhau; tuy nhiên có thể quan sát sự hội tụ nhanh của hàm điều khiển 

hiện tại là do tính chất phụ thuộc bậc hai của sai số giữa điểm quỹ đạo và điểm cố định, trong khi đó 

kết quả của Wang chỉ là phụ thuộc bậc nhất. Như vậy Hệ Hénon đang chuyển động hỗn độn, sau khi 

có điều khiển hệ trở thành ổn định hóa và hội tụ về điểm cố định. 

4. Kết luận 

Trong nghiên cứu này, các tác giả đã đề xuất một điều kiện ràng buộc mới cho hàm điều khiển 

của ánh xạ Hénon. Điều kiện này nhằm ổn định hóa điểm cố định 1-tuần hoàn của hệ. Để minh họa 

tính ổn định, một dạng cụ thể của hàm điều khiển được lấy làm ví dụ tính toán. Kết quả chỉ ra rằng với 

hàm điều khiển lựa chọn, ánh xạ Hénon biến đổi từ hình thái hỗn độn khi chưa có điều khiển sang hình 

thái ổn định hóa khi có điều khiển. Đặc điểm này là khá hữu ích trong các ứng dụng thực tế bởi vì khi 

hệ bị rơi vào trạng thái hỗn độn thường là trạng thái « xấu », và khi có điều khiển trở lại, trạng thái 

« tốt » sẽ được phục hồi. 
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